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2009

Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta indelével, azul ou preta, excepto nas respostas
que impliqguem a elaboracao de construcdes, de desenhos ou de outras representagdes, que
podem ser, primeiramente, elaborados a lapis, sendo, a seguir, passados a tinta.

Utilize a régua, o compasso, o esquadro, o transferidor e a calculadora grafica sempre que for
necessario.

Nao é permitido o uso de corrector. Em caso de engano, deve riscar, de forma inequivoca,
aquilo que pretende que nao seja classificado.

Escreva, de forma legivel, a numeracdo dos grupos e dos itens, bem como as respectivas
respostas. As respostas ilegiveis ou que ndo possam ser identificadas sao classificadas com
zero pontos.

Para cada item, apresente apenas uma resposta. Se escrever mais do que uma resposta a um
mesmo item, apenas é classificada a resposta apresentada em primeiro lugar.
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Em todas as respostas, indique todos os calculos que tiver de efectuar e todas as justificacées necessarias.

Sempre que, na resolugédo de um problema, recorrer a calculadora, apresente todos os elementos recolhidos
na sua utilizagdo. Mais precisamente:

e sempre que recorrer as capacidades graficas da calculadora, apresente o(s) grafico(s) obtido(s), bem
como as coordenadas de pontos relevantes para a resolugdo do problema proposto (por exemplo,
coordenadas de pontos de intersec¢éo de graficos, maximos, minimos, etc.);

e sempre que recorrer a uma tabela obtida na calculadora, apresente todas as linhas da tabela relevantes
para a resolugao do problema proposto;

e sempre que recorrer a estatisticas obtidas na calculadora (média, desvio padrdo, coeficiente de
correlagéo, declive e ordenada na origem de uma recta de regressao, etc.), apresente a(s) lista(s) que
introduziu na calculadora para a(s) obter.

A prova inclui, na pagina 11, um Formulario.

As cotagbes dos itens encontram-se no final do enunciado da prova.
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GRUPO |

O Stomachion, também conhecido como Caixa de Arquimedes, € um puzzle geométrico cuja invengao &
atribuida a Arquimedes de Siracusa (287-212 a.C.). E constituido por 14 pecas poligonais que formam um
quadrado como o representado na figura 1.

Fig. 1
A figura 2 representa, sobreposto a uma malha y A
quadriculada, um Stomachion com 12 unidades de lado. A
Os pontos 4, B, C, D, E, F, G e H s&o vértices da ' G

malha.

Fixando um referencial ortogonal e monométrico, de

origem D, como se sugere na figura 2, o ponto A tem ?
coordenadas (0, 6). B

>
D z

1. Determine as coordenadas do ponto simétrico de C, ¢

relativamente ao eixo das abcissas.

¢1 unidade

2. Uma das propriedades do Stomachion é a seguinte: o E H

quociente entre a area de cada peca e a area total do

Stomachion é sempre um namero racional.

Fig. 2

Mostre que essa propriedade se verifica com a peca

representada, na figura 2, pelo quadrilatero sombreado
[ABCD).

Sugestao: Na sua resposta pode percorrer, sucessivamente, as seguintes etapas:

« determine a area do quadrado [EFGH];
» determine a area da peca sombreada;
» determine o quociente entre a area da peca sombreada e a area do quadrado;

« justifique que o quociente obtido € um nuimero racional.
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GRUPO I

Numa determinada regido, existe um parque natural no qual vivem diferentes espécies de animais, cada uma
no seu habitat.

Uma empresa pretende instalar uma unidade fabril nessa regido, a sul do parque natural, e, para tal, aguarda
decisdo das entidades responsaveis. Para apoio dessa decisdo, foi elaborado um estudo de impacto
ambiental.

1. De acordo com esse estudo, prevé-se que o nivel de concentracao diario de um poluente, em partes por
milhdo (p.p.m.), originado pelo escoamento de aguas residuais, siga uma distribuicdo normal, NV (8, 2),
de média ;1 = 8 e desvio padrao o = 2.

O estudo refere que o nivel de concentragdo desse poluente ndo devera exceder o equilibrio ecolégico
aceitavel de 10 p.p.m.

Determine a probabilidade de, num certo dia, o nivel de concentragdo do poluente exceder esse valor.

Apresente o resultado na forma de percentagem, arredondado as unidades.

2. O estudo de impacto ambiental inclui dados de uma prospecgéo geotérmica realizada no parque natural
por técnicos do Servico de Geofisica. Os dados mostram que, a maiores profundidades, correspondem
temperaturas mais elevadas.

Com base nesses dados, obteve-se a equagdo y = 0,0290zx + 18,36, que define a recta de regresséo
de y sobre x, com 0 < z < 350, designando z a profundidade, em metros, e y a temperatura,
em graus Celsius.

Estime o valor da temperatura a 100m de profundidade, de acordo com a equacéo da recta de

regressao apresentada.

Apresente o resultado, em graus Celsius, com duas casas decimais.
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3. Uma aguia, ao efectuar um voo planado a procura de alimento, avistou uma lebre no fundo do vale do
parque natural. O fundo do vale € uma area plana. De imediato, a aguia iniciou um voo picado, a grande
velocidade, em direcgdo a presa, capturando-a em poucos segundos. Apds a captura, transportou a lebre
para o cimo de um penhasco, terminando ai 0 seu voo.

O momento da captura corresponde ao instante em que a aguia atingiu, no seu voo, a distancia minima
ao fundo do vale.

Admita que a distancia, h, em metros, a que a aguia se encontra do fundo do vale, ¢ segundos apds o
inicio do voo picado, é dada, aproximadamente, por

h(t) = —0125t" +256° —129¢* 11t +948 com ¢ € [0; 9,6}

3.1. Determine o valor da taxa de variagdo média de h no intervalo [0; 3]

Apresente o resultado com aproximagao as décimas.

Em calculos intermédios, ndo proceda a arredondamentos.

3.2. Na figura 3, que n&o esta a escala, apresenta-se um esbogo do grafico de f, fungéo que da, em
metros por segundo, a taxa de variagdo instantinea de h no instante ¢.

Admita que a taxa de variag&o instantanea de / se anula no instante ¢t = 5.,4.
Descreva o que aconteceu no instante ¢ = 5,4, no contexto da situagao referida, justificando a

ocorréncia através da relagéo existente entre a monotonia de h e o sinal da respectiva taxa de
variagao instantanea.

f A
0 i g
5,4 9.6 t
Fig. 3
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4. No parque natural, foram plantadas, num certo momento, duas arvores, uma da espécie P e outra da
espécie C.

Admita que as alturas, em metros, da arvore da espécie P e da arvore da espécie C, x anos depois de
terem sido plantadas, sdo dadas, aproximadamente, por P(z) e C(z):

10
Espécie P: P($> = T 1950 05
Y € '

Espécie (' C(;p) = L{)u
1+29e 7"

Com base nas fungdes apresentadas, alguém afirmou que:

I) quando as arvores foram plantadas, a arvore da espécie P tinha menos 1,1 m de altura do que a
arvore da espécie C;

II) foram necessarios mais do que oito anos para que a arvore da espécie P ficasse mais alta que a
arvore da espécie (;

III) com o decorrer do tempo, a diferenca entre as alturas das duas arvores tendera a igualar
os 4 m.

Elabore uma pequena composigdo na qual refira se cada uma das afirmagées, I), II) e III), esta,
ou nao, correcta, explicitando, para cada caso, uma razdo que fundamente a sua resposta.
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GRUPO Il

A BRUGAS é uma empresa que processa uma variedade de gas usada na confeccdo de um produto para
aquecimento. Este produto é classificado em dois tipos: PPremium e PRegular.

Em cada semana, a BRUGAS recebe 24 m? de gas e dispde de 45 horas para os processar.
Por motivos técnicos, as variedades de gas ndao podem ser processadas em simultaneo.

A producao de cada tonelada de PPremium:
« requer 3 m?3 de gas;
» demora 5 horas;

- gera um lucro de 1600 euros.

A produgao de cada tonelada de PRegular:
« requer 2 m?3 de gas;
» demora 5 horas;

+ gera um lucro de 1200 euros.

Devido a problemas relacionados com o armazenamento, a empresa s6 pode produzir até 5 toneladas de
PRegular.

Represente por = o numero de toneladas de PPremium produzidas, semanalmente, pela empresa
BRUGAS.

Represente por y o nuimero de toneladas de PRegular produzidas, semanalmente, pela empresa
BRUGAS.

Quantas toneladas de PPremium e de PRegular devem ser produzidas, semanalmente, pela empresa
BRUGAS, para que o lucro semanal seja maximo?
Na sua resposta, percorra, sucessivamente, as seguintes etapas:

* indique a fungao objectivo;

* indique as restricdes do problema;

* represente, graficamente, a regido admissivel, referente ao sistema de restrigées;

+ calcule os valores das varidveis para os quais € maxima a fungéo objectivo.
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GRUPO IV

Numa feira de agricultura, o Sr. Pedro, negociante de cavalos, pedia por um cavalo puro-sangue a quantia de
4000000 de euros. O Sr. Jodo estava muito interessado em comprar o cavalo, mas considerava o prego
muito elevado.

O Sr. Pedro propés-lhe, entéo, o seguinte negécio:

«O cavalo tem 4 ferraduras, e cada uma delas tem 8 cravos. O Sr. Jodo da-me um céntimo pelo
primeiro cravo da ferradura da pata dianteira esquerda; dois céntimos pelo segundo cravo da
mesma ferradura, e assim sucessivamente, duplicando sempre, até ao oitavo cravo dessa ferradura,
pelo qual me da 1,28 euros.»

«Repare: pelos oito cravos da ferradura desta pata, o Sr. Jodao paga-me 2,55 euros. Barata a feiral
Continuemos para os outros cravos. Pelo primeiro cravo da pata dianteira direita, o Sr. Jodo da-me
2,56 euros, isto €, o dobro do valor do oitavo cravo da pata dianteira esquerda, e assim
sucessivamente, duplicando sempre, até se terem esgotado os 32 cravos das ferraduras do cavalo.»

«O sr. Jodo aceita pagar-me, por este cavalo, a quantia total do valor dos cravos das ferraduras?»

1. Verifigue que o valor total dos cravos da ferradura da pata dianteira esquerda é de 2,55 euros, tal como
o Sr. Pedro refere.

2. Mostre que, de acordo com a proposta do Sr. Pedro, o valor a pagar pelo cavalo é superior a
4000000 de euros.
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Na figura 4, ilustra-se um método simples para determinar o raio da
Terra. Este método consiste em medir o angulo o, angulo de
depressao do horizonte, a partir de um ponto de altitude elevada, do
qual se avista o0 mar.

Relativamente a esta figura, que nido esta a escala, considere que:

. Mostre que R =

. Eratéstenes (276-195 a.C.), por volta do ano 230 a.C.,

GRUPO YV

B representa o ponto de observacgao;
C designa o centro da Terra;

o é a amplitude, em graus, do angulo de depressao do horizonte,
(0° < a < 90°);

h é a altitude do lugar, em quilémetros; Fig. 4
o trigangulo [ABC'] & rectangulo em 4;
R & o raio da Terra, em quilometros;

BC =R+h.

h cos o

1—cosa

Sugestdo: Comece por determinar cos o no tridngulo [AB C ] e, de seguida, resolva a equacgao obtida em
ordema R.

calculou, por um processo diferente e de grande simplicidade,
o raio da Terra.

Admita que o valor calculado por Eratdstenes foi de 6316 km.
O Rodrigo calculou o raio da Terra pelo método acima descrito.

Utilizando um teodolito, obteve, a partir do cume da ilha do
Pico, oo = 1,5564°.

Fig. 5
A altitude do Pico é 2,35 km.
Determine a diferencga entre os valores obtidos pelos dois métodos.
Apresente o resultado arredondado as unidades.
h cosa
Sugestdo: Comece por calcular o valor obtido pelo Rodrigo, usando a igualdade R = ] .
— Ccos

FIM
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COTAGOES

GRUPO | .ottt ettt e e oottt e e ettt e e e et e e e e e at e e e e e e e ntae e e e e e nraeeeennaes
1 SRR RRT 10 pontos
2P 20 pontos
L€ U 2 | USSR
o T 15 pontos
2 e et e et e e et e e e e e aaraeeae e 15 pontos
PP PPRRPRPPPPR 30 pontos

Bl e 15 pontos

K PRSP 15 pontos
R 20 pontos
GRUPO II ..ottt e e et e e e e ettt e e e e bae e e e e e sbeeeesannsaeeeeeentaeeeeeaneas
GRUPO IV ettt oottt e ettt e e e te e e et e e e em e e e anee e e ante e e enne e e annteeenneennes
S T 15 pontos
2 et e ettt e e e et e e e e e et eeae e e 15 pontos
LT 2L =0 I PSPPSR
1 PP ERT 20 pontos
2R 20 pontos
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80 pontos

20 pontos

30 pontos

40 pontos

200 pontos



Formulario

Comprimento de um arco
de circunferéncia

ar (o —amplitude, em radianos,

do angulo ao centro; r — raio)

Areas de figuras planas

Losango:

Diagonal maior X Diagonal menor
2

Trapézio:

Base maior + Base menor

5 x Altura

Poligono regular:

Semiperimetro x Apotema

Sector circular:

ar?
2

(o — amplitude, em radianos, do
angulo ao centro; r — raio)

Areas de superficies

Area lateral de um cone:
nrg (r—raioda base; g— geratriz)

Area de uma superficie esférica:
4 r? (r—raio)

Area lateral de um cilindro recto:
2nrg (r—raioda base; g— geratriz)

Volumes

Piramide: % x Area da base * Altura

Cone: % x Area da base x Altura

4

Esfera:
sfera 3

7 13 (r —raio)

Cilindro: Area da base x Altura

Progressoes
Soma dos n primeiros termos de uma

U + Uy,

Progresséo aritmética: X n

1—-rn
1-r

Progresséo geométrica: wu; x
Probabilidades e Estatistica

Se X é uma variavel aleatoéria discreta, de
valores x; com probabilidades p;, entdo

*« média de X:

u:$l pl +"'+In pn

» desvio padrao de X:

0:\/(%1 —w)’p + ot (2, — )’ p,

Se X é uma variavel aleatéria normal, de média i e
desvio padrdo o, entao:

Plu—o <X <p+o)= 06827
Pp—20 < X < pi+20) =~ 0,9545
P(p—30 <X < pu+30) = 09973
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