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Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta indelével, azul ou preta, excepto nas respostas
que impliqguem a elaboracao de construcdes, de desenhos ou de outras representagdes, que
podem ser, primeiramente, elaborados a lapis, sendo, a seguir, passados a tinta.

Utilize a régua, o compasso, o esquadro, o transferidor e a calculadora grafica sempre que for
necessario.

Nao é permitido o uso de corrector. Em caso de engano, deve riscar, de forma inequivoca,
aquilo que pretende que nao seja classificado.

Escreva, de forma legivel, a numeracdo dos grupos e dos itens, bem como as respectivas
respostas. As respostas ilegiveis ou que ndo possam ser identificadas sao classificadas com
zero pontos.

Para cada item, apresente apenas uma resposta. Se escrever mais do que uma resposta a um
mesmo item, apenas é classificada a resposta apresentada em primeiro lugar.
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Em todas as respostas, indique todos os calculos que tiver de efectuar e todas as justificacées necessarias.

Sempre que, na resolugédo de um problema, recorrer a calculadora, apresente todos os elementos recolhidos
na sua utilizagdo. Mais precisamente:

e sempre que recorrer as capacidades graficas da calculadora, apresente o(s) grafico(s) obtido(s), bem
como as coordenadas de pontos relevantes para a resolugdo do problema proposto (por exemplo,
coordenadas de pontos de intersec¢éo de graficos, maximos, minimos, etc.);

e sempre que recorrer a uma tabela obtida na calculadora, apresente todas as linhas da tabela relevantes
para a resolugao do problema proposto;

e sempre que recorrer a estatisticas obtidas na calculadora (média, desvio padrdo, coeficiente de
correlagéo, declive e ordenada na origem de uma recta de regressao, etc.), apresente a(s) lista(s) que
introduziu na calculadora para a(s) obter.

A prova inclui, na pagina 11, um Formulario.

As cotagbes dos itens encontram-se no final do enunciado da prova.
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GRUPO |

No Casino ALEA, em LA PLACE, um dos jogos de sorte preferidos é a
«Roleta das Somas».

A roleta esta dividida em oito sectores iguais, numerados, como
mostra o esquema da figura 1.

Cada jogador executa duas jogadas.

Cada jogada consiste em fazer girar a roleta e, quando esta parar,
registar o numero indicado.

Admita que, em cada jogada, cada sector tem a mesma probabilidade
de sair.

A pontuacao que cada jogador obtém é a soma dos numeros saidos Fig. 1
nas duas jogadas.

1. Seja X a variavel aleatéria «<Soma dos nimeros saidos nas duas jogadas».

Complete a tabela de distribuicdo de probabilidades de X, apresentando os valores exactos de
probabilidades, na forma de dizima.

Para responder, copie a tabela para a sua folha de prova e preencha-a.

2. Em cada noite de jogo no casino ALEA, a «Roleta das Somas» é usada dezenas de vezes.

Para efeitos de controlo pelas autoridades competentes, os servigos do casino registam o numero total de
jogadas realizadas em cada noite, especificando quantas vezes sai cada um dos trés nimeros diferentes
registados nos sectores (1, 2e 3). Este procedimento é utilizado, principalmente, para se verificar que a
roleta n&o esta viciada.

Numa certa noite, os servigos do casino registaram 820 jogadas efectuadas com a roleta. Na tabela
seguinte, apresentam-se as frequéncias relativas correspondentes ao nimero de vezes que cada um dos
trés nimeros diferentes saiu nas 820 jogadas.

NUmero 1 2 3

Frequéncia relativa 55% 20% 25%

Determine a média dos nimeros saidos nas 820 jogadas efectuadas naguela noite.
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GRUPO I

Na figura 2, esta representado um quadrado [ABCD], cujos lados tém D R o

comprimento £. Em cada um dos lados do quadrado, assinalou-se o respectivo

ponto médio.

Unindo os pontos médios, obteve-se o quadrado [PQRS]. s Q
A P B

1. Prove que a area do quadrado [PQRS] € metade da area do quadrado
[ABCD], seja qual for o valor de /.
Fig. 2
Sugestao: Poder-lhe-a ser util comecgar por decompor o quadrado
[ABCD] em quatro quadrados geometricamente iguais.

2. Um joalheiro criou uma colecgdo de pegas numeradas (I, II, III, ...), com faces quadradas, de
4 centimetros de lado.

Na figura 3, que nao esta a escala, estdo representados apenas os trés primeiros exemplares dessa
coleccao.

I II III ...

~—4cm— ~—4cm— ~—4cm ——

Fig. 3

» cada pega contém uma pedra preciosa, cuja face visivel também tem a forma de um quadrado,
representado pela regiao sombreada. Tal como a figura 3 sugere, a dimensao da pedra preciosa vai
diminuindo ao longo da colecgéo;

» de cada peca para a seguinte, o joalheiro aplicou ao quadrado central o processo ilustrado na
figura 2;

« aface visivel da pedra preciosa, de menor dimens&o, é um quadrado de 0,25 cm? de area.

Considere a sequéncia das areas, em cm?, das faces visiveis das pedras preciosas utilizadas nesta
colecgdo de pegas.

Determine a soma das areas das faces visiveis das pedras preciosas de toda a colecgao.

Sugestdo: Comece por mostrar que 8 é o primeiro termo da sequéncia referida.
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GRUPO Il

Numa vila, o presidente da Junta de Freguesia vai inaugurar um mural rectangular na praga principal. Nesse
mural, sera exposta uma tapecaria.

No projecto, ilustrado na figura 4, o mural esta representado pelo rectangulo maior, e a tapecaria pelo
rectangulo menor, sombreado; x representa a medida, em metros, de um dos lados do mural.

Cada um dos lados da tapegaria ficara paralelo a dois dos lados do mural, com margens de 0,5 m e de
1 m, como a figura ilustra.

O mural tera 26 m de perimetro.

A
A4

A
A\

1m 1m

0,5m

Fig. 4

1. Mostre que as medidas, em metros, de dois lados nédo paralelos da tapecaria, expressas em fungao
de z, com z € ]1, 11[, sdodadaspor z —1 e 11 — x.

2. Mostre que a area da tapecgaria, A, em metros quadrados, em funcdo de z, é dada por

Alz) =22+ 122 - 11, z€e]l1,11].

3. Determine ovalorde x, com z € ]1, 11[ , para o qual a area da tapecaria € maxima.
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GRUPO IV

O Tomas gosta muito de avides e costuma consultar com regularidade o sitio da internet do Instituto Nacional
de Estatistica, onde se encontram publicados os dados referentes ao trafego aéreo nos diversos aeroportos
portugueses.

Ao analisar as tabelas de Dezembro de 2007, referentes ao «nimero de aeronaves aterradas/descoladas
nos aeroportos nacionais por localizagdo geografica, tipo de trafego e natureza do trafego», o Tomas reparou
que o 1 era, com muita frequéncia, o algarismo inicial de cada nimero. Por exemplo, o nimero de aviées
aterrados num determinado aeroporto, nesse més, foi de 157, nimero cujo algarismo inicial & 1.

Tal facto deixou o Tomas muito intrigado e curioso. Para investigar a situagdo, resolveu determinar a
percentagem de vezes em que cada algarismo, de 1 a 9, aparecia como algarismo inicial dos nimeros
registados. Os resultados, apresentados no grafico da figura 5, foram surpreendentes.
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Fig. 5

1. Quando observou o grafico, o Tomas considerou que uma fungédo logaritmica era um bom modelo para
esta distribuicdo. Depois de introduzir os dados nas listas da sua maquina calculadora, obteve, por
regressao logaritmica, 0 modelo

P = 26,6723 - 10,9399 x In(S)

noqual P representa a percentagem de ocorréncia do algarismo inicial .S, com S€{1,2,3,4,5,6,7,8,9},
e In o logaritmo de base e.

1.1. O grafico de barras obtido sugere, por exemplo, que o algarismo 8 apresenta uma frequéncia
relativa desajustada do modelo logaritmico.

Determine a diferenca entre a percentagem observada no grafico e a percentagem P, obtida por
aplicacado do modelo, com aproximagéo as décimas.

Em calculos intermédios, conserve, pelo menos, duas casas decimais.

1.2. Esta distribuicdo teve por base uma amostra de 216 dados.

Quantos nimeros se iniciariam com o algarismo 1, de acordo com o modelo encontrado?
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2. A distribuicdo das frequéncias do algarismo inicial de muitas colec¢gées de numeros recolhidos da
realidade, como dados fiscais e indices da Bolsa, € uma distribui¢cdo logaritmica.

Esta distribuicao é conhecida por Lei de Benford:

1
14—
n

P(n) = log

na qual P(n) designa a probabilidade de n ser o algarismo inicial de um numero com
n€{1,2,3,4,5,6,7,8,9}, e log designa o logaritmo de base 10.

Admita que esta perante uma colec¢ao de numeros que segue a Lei de Benford.

Escolhe-se, ao acaso, um numero dessa coleccdo. A probabilidade de ele comecgar por um certo
algarismo € 0,058 (valor arredondado as milésimas).

De que algarismo se trata?
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GRUPO V

O Carlos costuma passar as suas férias de Verdo no Algarve, na zona da Ria Formosa.

Num determinado dia de Agosto, o Carlos acompanhou um amigo seu, o Antdnio, na apanha do marisco.
Para isso, foram de manha cedo para um local adequado da ria, aproveitando a baixa-mar.

Admita que, nesse dia, o nivel das aguas do mar, M, em metros, registado pelo marégrafo local, foi dado,
aproximadamente, por:

M (t)=1,055 sen (0,507 £ +0,916) + 1,908 ~ com 0 <t <24

Nesta expresséo:

» avariavel { representa o tempo, em horas, contado a partir das zero horas, desse dia;

» 0 argumento da fungcdo seno € medido em radianos.

1. O Antonio sabia que, naquele local da ria, era possivel efectuar a apanha de marisco enquanto o nivel das
aguas nao excedesse 1,3 m.

Determine, recorrendo as capacidades da sua calculadora, o periodo de tempo da manha em que foi
possivel efectuar a apanha do marisco.

Apresente os extremos desse periodo de tempo, em horas € minutos, com os minutos aproximados as
unidades.

Apresente o(s) grafico(s) em que se baseou para dar a resposta.

Nos calculos intermédios, utilize, pelo menos, quatro casas decimais.
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2. Nesse mesmo dia, um barco ficou encalhado na ria, cerca das 06h 07 min, quando o nivel das aguas do
mar era de 1,1 m.

No momento em que o barco foi desencalhado, o nivel das aguas do mar era de 2,2 m.

Na figura 6, apresenta-se um esbogo do grafico da fungdo M, anteriormente referida, no qual estéo
assinalados os pontos P (6,11; 1,1) e @ (23,53; 2,2).

O grafico ndo esta a escala.

Os valores t = 6,11 e ¢ = 23,53 representam, com aproximagdo as centésimas da hora,
respectivamente, o instante em que o barco ficou encalhado e o instante em que foi desencalhado.

M(t) 4

(metros)

22/—\ /—\ Q

0 : >

S, t (horas)

6,11

Fig. 6

Dias mais tarde, foi publicada, num jornal local, uma noticia relativa a este incidente. Da noticia publicada,
apresenta-se o seguinte excerto:

«Numa zona da ria Formosa, pertencente ao concelho de Olhao, ficou encalhada, desde as
primeiras horas da manha, uma pequena embarcacao. Era ja noite quando, com a ajuda de um
rebocador, se conseguiu libertar o barco encalhado. Tinham passado, entretanto, cerca de 17 horas e
42 minutos, desde o momento em que o barco ficou preso.

No momento em que o barco foi desencalhado, o nivel das dguas do mar subia a uma taxa
aproximada de 0,7 metros por hora.

Desde a ultima baixa-mar ocorrida horas antes, a maré ja tinha subido cerca de 1,5 metros, o que
facilitou os trabalhos de resgate do barco.»

Elabore uma pequena composigdo em que refira a correcgao/incorrecgao de cada um dos trés valores
numeéricos apresentados na noticia.

Recorra, para o efeito, a sua calculadora.

Nos calculos intermédios, utilize, pelo menos, trés casas decimais.

FIM
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COTAGOES

GRUPO | ettt ettt ettt ettt e bt e st ekt e e e ee e e bt e ene e te e anneeneenne e
1 SRR RRT 15 pontos
2R 15 pontos
GRUPO Tl ettt ettt e ettt et e e s e e et e e beesaeeebeeaneeeteeeneeaneeaneen
o T 15 pontos
2 e et e et e e et e e e e ataaeeae e 20 pontos
GRUPO Il ettt ettt ettt et e r e et e et e e eeee e beesneeenteeaneeeneeaneen
1 SRR RRT 15 pontos
2P 10 pontos
B TP RRRRURR 20 pontos
GRUPO IV ettt ettt et ettt ettt e te e e s e e et e e teeeme e e teeeneeenteeaneeeneeaneen
o PSSO PO PPPPPPPTN 30 pontos

I SR 15 pontos

B2 e 15 pontos
2 et e e ea e e e e e e e e et aaaaaaaaaeeaaanan 20 pontos
GRUPO Vet ettt et e ettt et e e s e e s te e e abe e eateeeteeanbeeteeenneeneeeneens
L e e 20 pontos
2 e 20 pontos
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30 pontos

35 pontos

45 pontos

50 pontos

40 pontos

200 pontos



Formulario

Comprimento de um arco
de circunferéncia

ar (a —amplitude, em radianos,

do angulo ao centro, r — raio)

Areas de figuras planas

Losango:

Diagonal maior x_Diagonal menor
2

Trapézio:

Base maior + Base menor
2

x Altura

Poligono regular:

Semiperimetro x Apotema

Sector circular:

ar?
2

(o — amplitude, em radianos, do
angulo ao centro; r — raio)

Areas de superficies

Area lateral de um cone:

nrg (r—raioda base; g— geratriz)

Area de uma superficie esférica:
4 wr? (r—raio)

Area lateral de um cilindro recto:
2nrg (r—raioda base; g— geratriz)

Volumes

Piramide: % x Area da base x Altura

Cone: % x Area da base x Altura

4

Esfera:
sfera 3

3 (r —raio)

Cilindro: Area da base x Altura

Progressoes
Soma dos n primeiros termos de uma

U+ U,

Progresséo aritmética: X n

1—rn

Progressado geométrica: u; x P
- T

Probabilidades e Estatistica

Se X é uma variavel aleatéria discreta, de

valores z; com probabilidades p;, entao
* média de X:

H=2Z) Py +...+$" b,

* desvio padrao de X:

UZ\/(wl — )’ p ot (2, —p)'p,

Se X é uma variavel aleatéria normal, de média . e

desvio padrdo o, entao:

Plp—o <X < p+o)~ 06827
P(p—20 < X < pu+20) =~ 09545
P(p—30 <X < p+30) ~ 09973
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