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2015

Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta, exceto nas respostas que impliquem
construcdes, desenhos ou outras representagdes, que podem ser primeiramente elaborados a
lapis e a seguir passados a tinta.

E permitido o uso de régua, compasso, esquadro, transferidor e calculadora grafica.

Nao é permitido o uso de corretor. Deve riscar aquilo que pretende que nao seja classificado.
Para cada resposta, identifique o item.

Apresente as suas respostas de forma legivel.

Apresente apenas uma resposta para cada item.

A prova inclui um formulério.

As cotagbes dos itens encontram-se no final do enunciado da prova.
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As respostas aos itens que envolvam o uso da calculadora grafica devem apresentar, consoante a situagao:

os graficos obtidos, a janela de visualizagédo e as coordenadas dos pontos relevantes para a resolugao (por
exemplo, coordenadas de pontos de intersecgao de graficos, maximos ou minimos);

as linhas da tabela obtida que sao relevantes para a resolugao;

as listas introduzidas na calculadora para se obterem as estatisticas pedidas (por exemplo, média, desvio
padrao, coeficiente de correlagéo, declive ou ordenada na origem de uma reta de regressao).
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Formulario

Teoria matematica das eleigoes
Conversao de votos em mandatos, utilizando o método de representacao proporcional de Hondt

O numero de votos apurados por cada lista & dividido, sucessivamente, por 1, 2, 3, 4, 5, etc., sendo os
quocientes alinhados, pela ordem decrescente da sua grandeza, numa série de tantos termos quantos os
mandatos atribuidos ao circulo eleitoral em causa; os mandatos pertencem as listas a que correspondem os
termos da série estabelecida pela regra anterior, recebendo cada uma das listas tantos mandatos quantos os
seus termos na série; no caso de so ficar um mandato por distribuir e de os termos seguintes da série serem
iguais e de listas diferentes, o mandato cabe a lista que tiver obtido o menor niumero de votos.

Modelos de grafos
Condigao necessaria e suficiente para que um grafo conexo admita circuitos de Euler

Um grafo conexo admite circuitos de Euler se e s6 se todos os seus vértices forem de grau par.

Probabilidades

Teorema da probabilidade total e regra de Bayes

A 4D

B B B, | B, | B;
P(A)=P(ANB)+P(ANB)= P(A)=P(ANB))+P(ANBy)+P(ANB;) =
=P(B)xP(A|B)+P(B)xP(A|B) =P(B)) X P(A| By)+P(By)x P(A| By)+ P(B3) X P(A | B3)
Pl =TA0D - P8y )= TG0
_ P(B) X P(4]|B) B P(By)x P(A4|By)

- P(B)xP(A|B)+P(B)xP(4|B) "~ P(B))XP(A|By)+P(By)x P(A|By)+P(B3)x P(A|B3)

podendo k tomar os valores 1, 2 ou 3
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Intervalos de confianga

Intervalo de confiancga para o valor médio |1 de uma
variavel normal X, admitindo que se conhece o

Intervalo de confianga para o valor médio n
de uma variavel X, admitindo que se desconhece

desvio padrao da variavel o desvio padrao da variavel e que a amostra tem

dimensao superior a 30

o

_ o - _
X—Z—F—, X+z—F— X—z
Vn Vn Vn

n — dimensao da amostra

n — dimensao da amostra
X — média amostral X — média amostral
O — desvio padrao da variavel S — desvio padrao amostral

z —valor relacionado com o nivel
de confianga (*)

z —valor relacionado com o nivel
de confianga (*)

Intervalo de confianca para uma proporcéo p, admitindo
que a amostra tem dimensao superior a 30

n — dimensao da amostra

]3 — proporcao amostral

z —valor relacionado com o nivel de confianga (*)

(*) Valores de z para os niveis de confianga mais usuais

Nivel de confianca 90% 95% 99%

z 1,645 1,960 2,576
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Na resposta a cada item, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as justificacdes necessarias.

Quando, para um resultado, néo é pedida a aproximagéao, apresente sempre o valor exato.

Sempre que recorrer a calculadora, apresente todos os elementos recolhidos na sua utilizagao.

1. No concelho de Avelares, realizaram-se recentemente elei¢cdes para a constituicdo de um érgao consultivo

da populagio. Este 6rgdo tem 9 consultores.

A Tabela 1 apresenta o nimero de votos, validamente expressos, obtidos pelas 4 listas concorrentes a

esse ato eleitoral.

Os votos em branco ou nulos ndo foram considerados como votos validamente expressos.

Tabela 1

Lista

B

NuUmero de votos

220

530

650

150

Para converter os votos em mandatos, aplicou-se o método que a seguir se descreve:

e divide-se o nimero de votos obtidos por cada lista sucessivamente por 1, 3, 5, 7, 9, etc.;

e ordenam-se todos os quocientes obtidos, arredondados as décimas, pela ordem decrescente
da sua grandeza, numa série de tantos termos quantos os mandatos atribuidos ao 6rgao

consultivo da populacgao;

e atribuem-se os mandatos as listas a que correspondem os termos da série estabelecida pela
regra anterior, recebendo cada uma das listas tantos mandatos quantos os seus termos na

série;

® no caso de so ficar um mandato por atribuir e de os termos seguintes da série serem iguais e
de listas diferentes, o mandato cabe a lista que tiver obtido o menor nimero de votos.

Na referida eleigdo, foram atribuidos os 9 mandatos, correspondentes aos lugares disponiveis para o

orgao consultivo da populagéo.

Depois de publicados os resultados, os representantes da lista A afirmaram que os mandatos poderiam
ter sido atribuidos na proporgao direta dos votos obtidos por cada uma das listas, com arredondamento a
unidade. Aplicando este método, a lista C, por exemplo, seriam atribuidos quatro mandatos, uma vez que

650 ~
1550 % 9=3,774.

Verifiqgue se a adogao do método proposto pelos representantes da lista A modificaria, ou ndo, o nimero
de mandatos a atribuir a cada lista concorrente.
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2. Uma agéncia de viagens, sediada no concelho de Avelares, organiza e vende, através da Internet,
percursos de autocarro entre varias cidades europeias.

2.1. Para organizar um percurso que passe por Amesterdao, Berlim, Munique, Paris e Viena, um funcionario
da agéncia comegou por registar, na Tabela 2, as distancias minimas, em quildbmetros, entre cada duas

cidades.
Tabela 2

Amesterdao Berlim Munique Paris Viena
Amesterdio 663 825 501 1148
Berlim 604 1055 674
Munique 828 435
Paris 1236
Viena

De forma a minimizar os custos operacionais, o funcionario definiu, através de um grafo, um percurso
fechado que liga as cinco cidades, tendo adotado o seguinte procedimento:

e escolher a aresta do grafo com menos peso, qualquer que ela seja;

e escolher, sucessivamente, as arestas de menos peso, garantindo que trés arestas do
percurso que esta a ser definido ndo se encontram num mesmo vértice e ndo permitindo
que se fechem percursos sem que todos os vértices sejam incluidos;

e apresentar um percurso pretendido conforme o vértice de partida escolhido.

Apresente um percurso possivel, com inicio e fim em Amesterdado, de acordo com o procedimento
utilizado pelo funcionario da agéncia.

Na sua resposta, apresente:
— o grafo usado, indicando os pesos de cada aresta;

— um percurso que o funcionario podera ter definido.
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2.2. No final do ano, o diretor da agéncia de viagens atribuiu um prémio a trés dos funcionarios, Alice,
Bernardo e Camila, por terem atingido os objetivos estabelecidos pela empresa. O prémio é constituido
por um computador, um tablet e uma viagem.

Para dividirem o prémio, de modo que nenhum dos funcionarios tenha raz&o para reclamar, acordaram
utilizar o método de licitagdo secreta a seguir descrito.

e Cada funcionario atribui, secretamente, um valor monetario a cada um dos trés bens
e coloca o registo dos valores das suas licitagdes dentro de um envelope fechado. Em
seguida, os envelopes séo abertos e os valores das licitagdes dos trés funcionarios sao
registados numa tabela.

e Determina-se o valor global atribuido aos bens por cada funcionario e o valor que cada
um considera justo receber. Assume-se que o valor que cada funcionario considera justo
receber € igual a um tergo do valor global que ele atribuiu aos trés bens.

e Cada bem é atribuido ao funcionario que mais o valoriza, considerando-se que ele
recebe o valor monetario que atribuiu ao respetivo bem.

e Caso, por aplicagao do procedimento anterior, um funcionario nao receba qualquer bem,
considera-se, para efeito dos calculos seguintes, que o valor dos bens recebidos por
esse funcionario é zero euros.

e Caso o valor dos bens recebidos por um funcionario ultrapasse o valor que este tinha
considerado justo receber, o funcionario disponibiliza, em dinheiro, o respetivo excedente.
Caso contrario, o funcionario recebe, em dinheiro, do montante a disposigéo, o valor em
falta.

e Apos os procedimentos anteriores, caso ainda sobre dinheiro este é distribuido em
partes iguais pelos trés funcionarios.

Na Tabela 3, estéo registados os valores, em euros, atribuidos por cada funcionario aos bens, nas
licitagbes secretas.

Tabela 3
Funcionarios
Alice Bernardo Camila
Bens
Computador 600 950 750
Tablet 350 300 300
Viagem 850 1000 810

De acordo com o0 método acima descrito, determine como sera distribuido o prémio por cada um dos
funcionarios e o valor monetario a pagar ou a receber, de forma que nenhum deles tenha razao para
reclamar.
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3. O Gabinete de Avelares Prudente (GAP) tem por missao promover a seguranca rodoviaria no concelho.
Neste ambito, foi feito um levantamento estatistico de dados sobre os habitantes do concelho de Avelares
que tém carta de condugéo.

3.1.

3.2.

De modo a conhecer a estrutura da populagdo encartada, o GAP aplicou um inquérito a 950
habitantes encartados, tendo-se verificado que:

e 350 desses habitantes foram encartados em 1990;
e 250 desses habitantes eram encartados do sexo feminino;

e dos encartados do sexo feminino, 110 foram encartados em 1990.

Determine quantos dos habitantes encartados que responderam ao inquérito eram homens nao
encartados em 1990.

Segundo o GAP, que acompanha o nimero de novos encartados, a percentagem A de novos
encartados que sdo mulheres, ¢ anos apos 1980, € bem aproximada pelo modelo seguinte, com
arredondamento as unidades.

__ 58
M) = g0

Por exemplo, no ano de 1982, a percentagem de novos encartados que sdo mulheres, é iguala 28%,
pois M(2) =~ 27,98

3.2.1. Em 1985, o nuimero de novos encartados foi 4750. Quantas mulheres foram encartadas
nesse ano?

Caso proceda a arredondamentos nos calculos intermédios, conserve, no minimo, trés casas
decimais.

3.2.2. Determine o primeiro ano em que, no més de janeiro, a percentagem de novos encartados do
sexo feminino foi superior a 50%.

3.2.3. Realizou-se um estudo sobre os encartados no ano 2000 e concluiu-se que:

e 40% dos condutores do sexo masculino conduzem automoveis a gasoéleo;

e 70% dos condutores do sexo feminino ndo conduzem automdveis a gasoleo.
Escolheu-se um condutor que tirou a carta no ano 2000.

Com base no estudo realizado e de acordo com o modelo, determine a probabilidade de o
encartado ser do sexo feminino, sabendo-se que ndo conduz um automoével a gaséleo.

Apresente o resultado na forma de dizima, arredondado as centésimas.

Caso proceda a arredondamentos nos calculos intermédios, conserve, no minimo, trés casas
decimais.
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4. O lvo, que vive no estrangeiro, veio de férias a sua terra natal, Avelares, em Portugal. Como queria comprar
um automovel, dirigiu-se a um stand, onde foi informado de que séo varias as parcelas que perfazem o
preco de venda ao publico (PVP). Ao prego base (prego sem impostos), € adicionado o Imposto Sobre
Veiculos (ISV) e, a esta soma, é aplicado o Imposto sobre o Valor Acrescentado (IVA) a taxa de 23%.

Por exemplo, um automével com um pregco base de 12500 euros e com um ISV associado de
7883 euros terd o seu PVP calculado como se demonstra:

PVP =(12500+ 7883) x 1,23 =25071,10 euros

Quando questionado sobre o seu interesse em efetivar a compra, o Ivo respondeu:

«Penso que a vossa proposta ndo me interessa, porque no pais onde vivo a taxa de IVA é de 18% e é
aplicada somente ao preco base do automével. Depois de se ter aplicado o IVA, adiciona-se o ISV para
determinar o PVP do automével.»

Quando chegou a casa, o Ivo foi determinar o PVP, em Portugal e no pais onde vive, do automdvel que
pretendia comprar. Nessa altura, recordou-se de que no pais onde vive o valor do ISV é superior em 28%
ao ISV praticado em Portugal.

O automovel que interessa ao Ivo tem um prego base de 18 000 euros em ambos os paises, e 0 ISV em
Portugal € de 9251 euros.

A que concluséo tera chegado o lvo?

Justifique a sua resposta.
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5. Recentemente, o GAP levou a cabo um inquérito a 200 condutores encartados, selecionados ao acaso,
com o intuito de saber quantos exames de conducgao realizaram até ficarem encartados.

O numero de exames realizados variou entre 1 e 4. Na Tabela 4, apresenta-se parte da informacéao
recolhida.

Tabela 4
Numero de exames realizados 1 2 3 4
Numero de encartados 130 50 a b

5.1. Os autores do estudo pretendiam divulgar a informagéo recolhida na revista do GAP e decidiram
apresenta-la através de um grafico circular idéntico ao Grafico 1.

Grafico 1
Numero de exames de condugéo realizados

Sabe-se que o angulo ao centro correspondente ao setor dos encartados que realizaram exatamente
trés exames de condugéo tem de amplitude 27 graus.

Determine os valores de a e b.

5.2. Considereque a=12 e b=8
Escolhem-se, ao acaso, dois dos encartados considerados na Tabela 4 .

Seja X a variavel aleatdria: «nUmero de encartados que realizaram exatamente 2 exames».

Construa uma tabela de distribuigdo de probabilidades da variavel X
Apresente o valor das probabilidades na forma de dizima, arredondado as centésimas.

Caso proceda a arredondamentos nos calculos intermédios, conserve, no minimo, trés casas
decimais.
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5.3. Os 200 condutores inquiridos foram também questionados relativamente ao numero de horas que
dedicaram a preparagao do exame de condugéo.

Os dados obtidos permitiram concluir que os inquiridos gastaram uma média de 30,2 horas na
preparacao do exame, com um desvio padréo de 3,4 horas.

Defina um intervalo com 95% de confianga para o numero médio de horas que os encartados
dedicaram a preparagao do exame de condugao.

Apresente os extremos do intervalo de confian¢a arredondados as décimas, explicitando os valores
usados no calculo.

FIM
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COTAGOES

OO PP PP PRSPPI 25 pontos
25 pontos
7220t 20 pontos
2. 2. et ataaaaaeaa 20 pontos
40 pontos
B e ————————————————————— 20 pontos
3.2,
32 e 10 pontos
32, . s 15 pontos
B . S 20 pontos
65 pontos
t e e eeeeeeeeeeeeeeeeeeieeeeeeeeeeeaeeeeeteseeeetetete—————————————————————— 15 pontos
15 pontos
£ 0t SRR 20 pontos
B, e 20 pontos
L PP 15 pontos
55 pontos
TOTAL ..., 200 pontos
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