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A prova inclui 9 itens, devidamente identificados no enunciado, cujas respostas contribuem
obrigatoriamente para a classificagéo final. Dos restantes 5 itens da prova, apenas contribuem para a
classificagao final os 3 itens cujas respostas obtenham melhor pontuagao.

Para cada resposta, identifique o item.

Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta.

N&o é permitido o uso de corretor. Risque aquilo que pretende que n&o seja classificado.
E permitido o uso de régua, compasso e calculadora grafica.

Apresente apenas uma resposta para cada item.

As cotagbes dos itens encontram-se no final do enunciado da prova.

A prova inclui um formulario.

Nas respostas aos itens de escolha multipla, selecione a op¢éo correta. Escreva, na folha de respostas, o
numero do item e a letra que identifica a op¢ao escolhida.

Nas respostas aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as justificacoes
necessarias.

Quando, para um resultado, ndo € pedida a aproximacao, apresente sempre o valor exato.
Sempre que recorrer a calculadora, apresente, consoante a situagdo, todos os elementos relevantes

visualizados na sua utilizagdo, como:

e 0s graficos obtidos, com os pontos relevantes assinalados (por exemplo, pontos de intersecg¢ao de graficos,
pontos de maximos e pontos de minimos);

e as linhas relevantes da tabela obtida para a resolugao;

e as listas que introduziu na calculadora para obter as estatisticas relevantes para a resolugéo (por exemplo,
média, desvio padrao, coeficiente de correlagéo e declive e ordenada na origem de uma reta de regressao).
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Formulario

Modelos de grafos

Condicao necessaria e suficiente para que um grafo conexo admita circuitos de Euler

Um grafo conexo admite circuitos de Euler se e s6 se todos 0s seus vértices forem de grau par.

Modelos de probabilidade

Teorema da probabilidade total e regra de Bayes

A

B B

P(4)=P(ANB)+P(ANB)=
= P(B)x P(4|B)+ P(B) x P(4|B)

P(ANB)
P4)

P(B|A) =

B P(B)x P(A|B)
~ P(B)XP(A|B)+P(B)xP(A|B)

Modelo normal

Se X é N(u, 0), entao:
Plu—-o<X<pu+o)=0,6827
Plpu-20<X<pu+20)=0,9545
P(pu-30<X<pu+30)=0,9973
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B4 B> B3

P(A) ZP(A ﬂBl)+P(A mBz)-i-P(A 083):
= P(By) x P(4 | By)+ P(By) X P(A | By)+ P(B3) X P(A4 | B3)

P(ANB

_ P(By) x P(4 | By)
P(By)x P(4| By)+P(By) X P(A| By)+ P(B3) X P(4| B3)

podendo k tomar os valores 1,2 ou 3



Intervalos de confianga

Intervalo de confianga para o valor médio ¢ de uma
variavel aleatdria X, admitindo que se desconhece
o desvio padrao da variavel e que a amostra tem

dimenséo superior a 30

Intervalo de confianga para o valor médio # de
uma variavel aleatoéria normal X, admitindo que se

conhece o desvio padrao da variavel

= [0) = (0) - S - N
X—z—F—, X+7—— X—z , X+2
Vn Vn Vn Vn
N — dimenséo da amostra N — dimenséo da amostra

X — média amostral X — média amostral

0 — desvio padrao da variavel S — desvio padrdo amostral

Z —valor relacionado com o nivel
de confianga (*)

Z —valor relacionado com o nivel
de confiancga (*)

Intervalo de confianga para uma proporgéo P, admitindo que a
amostra tem dimens&o superior a 30

N — dimenséo da amostra

~

D — proporgéo amostral

Z — valor relacionado com o nivel de confianca (*)

(*) Valores de z para os niveis de confianga mais usuais

Nivel de confianca 90% 95% 99%

z 1645 | 1,960 | 2576
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1. A ParaPagarApp é uma aplicacdo para telemoveis detida pela empresa ParaPagar. Depois de instalada,
esta aplicagao permite efetuar pagamentos em estabelecimentos aderentes recorrendo a Internet movel.

Em 2020, foi necessario eleger uma nova equipa diretiva da ParaPagar. Nessa eleigdo, cada acionista da
empresa teve de votar numa de quatro listas que se apresentaram a votagéo: listas A, B, C e D.

Apurados os resultados, verificou-se que o nimero de votos validamente expressos foi 7200.

% 1.1. Os votos validamente expressos representaram 96% dos votos apurados e a abstencao foi de 20%.

Qual é o numero de acionistas da empresa que poderiam ter votado no momento deste ato eleitoral?

(A) 7500 (B) 9000 (C) 9375 (D) 37 500

1.2. Na Tabela 1, apresenta-se o numero de votos validamente expressos em cada uma das listas.

Tabela 1
Lista A B C D
\Votos 1505 2295 1750 1650

A nova equipa diretiva, constituida por 24 elementos, resultou da aplicagdo do método seguinte.

1.° passo: Calcula-se o divisor padréo, dividindo-se o nimero total de votos validamente expressos
pelo numero de elementos da equipa diretiva.

2.° passo: Calcula-se a quota inferior de cada lista, arredondando, por defeito, as unidades o resultado
da divisdo entre o niUmero de votos de cada lista e o divisor padrao.

3.° passo: Se a soma das quotas inferiores das quatro listas for igual ao nimero de elementos da
equipa diretiva, o método da-se por finalizado e assume-se que o numero de elementos
de cada lista é igual ao valor da quota inferior. Caso contrario, &€ necessario encontrar um
divisor modificado.

e Se a soma das quotas inferiores for inferior ao niumero de elementos da equipa diretiva,
subtrai-se um multiplo de 10 ao divisor padrao.

e Se a soma das quotas inferiores for superior ao numero de elementos da equipa
diretiva, soma-se um mdltiplo de 10 ao divisor padrao.

O divisor modificado ira substituir o divisor padrdo, de modo a calcular a quota inferior
modificada de cada lista.

4.° passo: Repetem-se os 2.° e 3.° passos até se obter uma soma das quotas inferiores modificadas
que seja igual ao numero de elementos da equipa diretiva, atribuindo-se a cada lista o
numero de elementos igual a respetiva quota inferior modificada.

Determine o numero de elementos que cada lista conseguiu eleger para a nova equipa diretiva da
ParaPagar, recorrendo ao método descrito.
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% 2. Paradistinguir os trés trabalhadores com melhores resultados operacionais, a administracdo da ParaPagar
atribuiu como prémio de produtividade trés teleméveis de modelos diferentes.

Como os trés trabalhadores ndo chegaram a acordo quanto a distribuicdo dos telemodveis, decidiram que
iriam distribui-los entre si utilizando o método seguinte.

Cada trabalhador atribui, secretamente, um valor monetario a cada um dos trés teleméveis e introduz
o registo dessas licitagdes num envelope fechado. Em seguida, os envelopes séo abertos e os valores
das licitagdes séo registados numa tabela.

Determina-se o valor global atribuido aos telemoéveis por cada trabalhador e o valor que cada um
considera justo receber. Assume-se que o valor que cada trabalhador considera justo receber é igual
a um tergo do valor global que ele atribuiu ao conjunto dos trés telemoveis.

Cada telemével é entregue ao trabalhador que mais o valoriza, considerando-se que o trabalhador
recebe o valor monetario que lhe atribuiu.

Caso, por aplicagdo do procedimento anterior, um trabalhador ndo receba qualquer telemovel,
considera-se, para efeito dos calculos seguintes, que o valor monetario recebido por esse trabalhador
€ zero euros.

Caso o valor dos telemoveis recebidos por um trabalhador ultrapasse o valor que tinha considerado
justo receber, o trabalhador disponibiliza, em dinheiro, o respetivo excedente. Caso contrario, o
trabalhador recebe, em dinheiro, do montante a disposigéo, o valor em falta.

Apbs os procedimentos anteriores, caso ainda reste dinheiro, este é distribuido em partes iguais pelos
trés trabalhadores.

Na Tabela 2, estao registados os valores, em euros, atribuidos por cada trabalhador nas licitagcdes secretas.

Tabela 2
Telemoveis
A B C
Trabalhadores
Mariana 370 480 230
Pedro 330 500 205
Tiago 290 480 190

Determine, de acordo com o método acima descrito, como serdo distribuidos os telemodveis pelos
trabalhadores e o valor monetario a pagar ou a receber apés a inclusdo do dinheiro que possa ter sido
distribuido, para que nenhum deles tenha razao para reclamar.
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3. AParaPagar pretende renovar a rede de cabo de fibra ética em algumas das ligagdes existentes entre seis
postos de comunicacéo, P1, P2, P3, P4, P5 e P6.

Na Figura 1, apresenta-se um esquema simplificado dessas liga¢des, no qual se indica, junto de cada
segmento de reta, o comprimento, em quilémetros, de cada ligagao.

P2

P6

Figura 1
Com vista & minimizagéo de custos, optou-se por comegar a renovagédo no posto de comunicagéo P4 e
aplicar o método que a seguir se descreve.

e Seleciona-se o posto seguinte, tendo em conta que:
— devera corresponder ao posto mais préximo;
— se houver dois postos a mesma distancia, a selegao € aleatdria.

e Procede-se como foi indicado no ponto anterior, partindo do Ultimo posto selecionado, ndo se repetindo
nenhum e terminando depois de todos os postos serem incluidos.

Determine a quantidade minima, em quilémetros, de cabo de fibra 6tica a renovar.

Na sua resposta, apresente um grafo que resulte do método descrito e que permita identificar as ligacbes
a renovatr.
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4. A ParaPagar tem 150 funcionarios na regiao de Lisboa e Vale do Tejo cujas idades se apresentam no
histograma de frequéncias absolutas acumuladas, representado na Figura 2, organizadas nas classes

[18, 28[, [28, 38[, ... , [58, 68 .

4.1.

* 4.2

4.3.

A
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Frequéncia absoluta acumulada

20

18 28 38 48 58 68

Idade dos funcionarios

Figura 2

Determine, recorrendo ao histograma da Figura 2, a média das idades dos 150 funcionarios.

Apresente o resultado com arredondamento as unidades.

Considere que, com os dados apresentados no histograma da Figura 2, sera construido um grafico
circular, em que a cada sector corresponde o numero de funcionarios da regiao de Lisboa e Vale do
Tejo, de acordo com as suas idades.

A amplitude do angulo ao centro, em graus, correspondente ao sector circular relativo ao nimero de
funcionarios cuja idade pertence a classe [18, 28[ sera

(A) 15° () 18° (C) 33° (D) 36°

Na Tabela 3, apresentam-se, organizadas por classes, as idades dos 100 funcionarios da ParaPagar
da regido do Algarve.

Tabela 3
ldade [18,28[ | [28,38] | [38, 48[ | [48,58] | [58, 68[
N.° de funcionérios 30 25 30 10 5

Apresente uma tabela de frequéncias relativas acumuladas para as idades dos 250 funcionarios da
ParaPagar, 150 da regido de Lisboa e Vale do Tejo e 100 da regido do Algarve.

Na sua resposta, mantenha as classes utilizadas.
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% 5. Ao fazer pagamentos recorrendo a ParaPagarApp, o utilizador pode optar por fracionar o pagamento de 2
até 12 prestagcdes mensais.

O valor da prestacdo mensal P, em euros, é dado pelo arredondamento as unidades do valor obtido pela
expressao

P VF xix(1+i)
(1+i)-1

em que

VF é o valor financiado, em euros;

I é ataxa de juro mensal, na forma de dizima;

N é o nimero de prestacdes mensais.
Para comprar um telemével, o Tiago solicitou um financiamento de 500 euros e decidiu paga-lo de forma
fracionada, recorrendo a ParaPagarApp.

Admita que a taxa de juro mensal é 3% e que o Tiago pode pagar, no maximo, 75 euros em cada prestacéo
mensal.

Uma vez que, quanto maior for o numero de prestagdes mensais, maior € o valor total final a pagar, o
Tiago fez calculos para decidir em quantas prestagdes mensais faria o pagamento, de modo a ser mais
vantajoso.

Determine o valor total pago pelo Tiago, depois de pagar todas as prestacoes.

Na sua resposta, apresente:
— aexpressdo de P no contexto da situacdo descrita;
— uma tabela que permita obter o solicitado;

— 0 numero de prestacbes mensais pagas pelo Tiago.
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6. Admita que, no inicio do ano de 2016, a ParaPagarApp tinha, em Portugal continental, 50 000 utilizadores.

O numero de utilizadores, em milhares, que, t anos apéds o inicio do ano de 2016, na regido do Alentejo,
utiliza a ParaPagarApp é bem aproximado pelo modelo

_ 20
A= o

% 6.1. Determine a percentagem de utilizadores da aplicagédo ParaPagarApp em Portugal continental que
nao pertenciam a regiao do Alentejo no inicio do ano de 2016.

6.2. Numa perspetiva de longo prazo, estima-se que, com o passar dos anos, o numero de utilizadores da
ParaPagarApp, em Portugal continental, seja 200 000.

Na Figura 3, apresenta-se um mapa de Portugal continental e, parcialmente, a estimativa da
percentagem de utilizadores da ParaPagarApp, por regides, numa perspetiva de longo prazo.

Lisboa e Vale do Tejo

30%
Alentejo |
Algarve
15%

Figura 3

Atendendo aos dados apresentados na Figura 3, averigue se o modelo apresentado para o Alentejo

podera estar correto para uma estimativa a longo prazo de utilizadores da aplicagdo em Portugal
continental. Justifique a sua resposta.
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% 7. A ParaPagarApp foi lancada no inicio do ano de 2015.

Num relatério técnico, verifica-se que a percentagem, D, de novos utilizadores que tiveram dificuldades
na instalacédo da aplicacdo, t anos apds o seu langamento, é bem aproximada pelo modelo cujo grafico
se apresenta na Figura 4.

>
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Figura 4

Realizou-se um estudo sobre os novos utilizadores da ParaPagarApp no inicio do ano de 2018 e
concluiu-se que:

e 40% dos novos utilizadores que tiveram dificuldades na instalagdo da aplicagdo consideram a aplicagao
de facil manuseamento;

e 90% dos novos utilizadores que nao tiveram dificuldades na instalagao da aplicagdo consideram a
aplicacdo de facil manuseamento.

Escolheu-se ao acaso um novo utilizador da ParaPagarApp que instalou a aplicagdo no inicio do ano de
2018.

Com base no estudo realizado e de acordo com o modelo apresentado na Figura 4, determine a
probabilidade de o novo utilizador ndo considerar a aplicacao de facil manuseamento.

Apresente o resultado na forma de dizima.
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% 8. Por razbes de seguranca, sempre que se pretende efetuar um pagamento com a ParaPagarApp, é
necessario escrever uma palavra-passe anteriormente escolhida pelo utilizador.

O Tiago é um utilizador da ParaPagarApp. Tendo nascido no dia 8 de maio (més 5) de 2001, escolheu as
letras T e G e os algarismos 8, 5 e 1 para a construcdo da sua palavra-passe.

Certo dia, o Tiago ndo se recordava exatamente de qual seria a palavra-passe que escolhera, embora
soubesse que:

e 0s algarismos estavam dispostos consecutivamente, formando o nimero 851;
e as letras utilizadas eram T e G, escritas por uma qualquer ordem.
Atendendo ao que sabia, o Tiago escreveu uma possivel palavra-passe.

A probabilidade de o Tiago acertar na palavra-passe correta a primeira tentativa é igual a

®) ® 1 © © %

% 9. Por vezes, por esquecimento da palavra-passe ou por erros ocasionais na sua escrita, um utilizador
escreve a palavra-passe incorretamente.

Admita que, em 10% das situacdes, os utilizadores cometem erros na escrita da palavra-passe.

Determine a probabilidade de, selecionando trés utilizadores ao acaso, apenas um deles ndo cometer
erros na escrita da palavra-passe.

Apresente o resultado na forma de dizima.
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% 10. Inquiriram-se 625 utilizadores da ParaPagarApp relativamente ao valor pago na ultima compra em que
usaram a aplicacéo.

Na Tabela 4, apresentam-se os dados recolhidos.

Tabela 4

Valor pago, em euros 10,20] | 120, 40] | 140,60] | ]60,80] | 180, 100]

N.° de utilizadores 308 81 44 128 64

Recorrendo aos dados da tabela anterior, construa um intervalo de confianga a 90% para a proporgéo de
utilizadores da ParaPagarApp que, na ultima compra, usaram a aplicacéo, pagaram mais de 20 euros e,
no maximo, pagaram 60 euros.

Apresente os valores dos extremos do intervalo arredondados as centésimas.

Caso proceda a arredondamentos nos calculos intermédios, conserve seis casas decimais.

FIM
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COTACOES

As pontuacdes obtidas nas respostas a estes

9 itens da prova contribuem obrigatoriamente 1.1. 2. 4.2. 5. 6.1. 7. 8. 9. 10. |Subtotal
para a classificacgao final.

Cotagéo (em pontos) 12 20 12 18 18 18 12 18 18 146

Destes 5 itens, contribuem para a classificagao

final da prova os 3 itens cujas respostas obtenham 1.2. 3. 4.1. 4.3. 6.2. Subtotal
melhor pontuacao.

Cotagao (em pontos) 3 x 18 pontos 54

TOTAL 200
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