REPUBLICA
PORTUGUESA | VE DE AVALIACAO

EDUCATIVA, I.P.

EDUCACAO

Exame Final Nacional de Matematica A
Prova 635 | 2.2 Fase | Ensino Secundario | 2017
12.° Ano de Escolaridade

Decreto-Lei n.° 139/2012, de 5 de julho

Duracao da Prova: 150 minutos. | Tolerancia: 30 minutos. 10 Paginas

VERSAO 1

Indique de forma legivel a versao da prova.

Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta.

E permitido o uso de régua, compasso, esquadro, transferidor e calculadora grafica.
N&o é permitido o uso de corretor. Risque aquilo que pretende que n&o seja classificado.
Para cada resposta, identifique o grupo e o item.

Apresente as suas respostas de forma legivel.

Apresente apenas uma resposta para cada item.

A prova inclui um formulario.

As cotagbes dos itens encontram-se no final do enunciado da prova.

Na resposta aos itens de escolha multipla, selecione a opcao correta. Escreva, na folha de respostas, o
numero do item e a letra que identifica a opgéo escolhida.

Na resposta aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as justificacoes
necessarias. Quando, para um resultado, ndo é pedida a aproximacéao, apresente sempre o valor exato.

Nos termos da lei em vigor, as provas de avaliacdo externa sao obras protegidas pelo Cédigo do Direito de Autor e dos
Direitos Conexos. A sua divulgagdo nao suprime os direitos previstos na lei. Assim, € proibida a utilizagdo destas provas,
além do determinado na lei ou do permitido pelo IAVE, |.P.,, sendo expressamente vedada a sua exploragdo comercial.
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Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:
ar (@ — amplitude, em radianos, do Angulo ao centro; r — raio)
Area de um poligono regular: Semiperimetro X Apotema

Area de um sector circular:

ar?

o (@ — amplitude, em radianos, do angulo ao centro; r — raio)

Area lateral de um cone: 7rg (r — raio da base; g — geratriz)
Area de uma superficie esférica: 4772 (r— raio)

Volume de uma piramide: L« drea da base x Altura

3
Volume de um cone: % X Area da base x Altura
Volume de uma esfera: %nﬁ (r — raio)

Progressoes
Soma dos 7 primeiros termos de uma progressao (un):

U+ u,

3 Xn

Progressao aritmética:

1—r"
1—r

Progressiao geométrica: 1 X

Trigonometria
sen (a+ b) = sena cosb+ senb cosa

cos(a+ b)= cosa cosb—sena senb

tga + tgb
tglatb)= 1§tga %’cgb

Complexos

(ocis@) = p"cis(nf)
”«/pcis&’:”ﬁcis(m#> (k€{0,...n—1} e neN)
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Probabilidades

U= DX+ ...+ DuX,

0=y px—puP+ .ot pu(x,— 1P

Se X é N(u, 0), entao:
Plp—o<X<pu+o)=0,6827

P(u—20<X<pu+20)=0,9545
Plu—30<X<pu+30)=0,9973

Regras de derivagao

(u+v)y=u+v
(wv)y=uv+uv

4 ’ ’
(£>= uv—uy
v V2

W) =nu""'u (neR)

(senu) = u' cosu

(cosu) =—u" senu
’
(tgu) = —5—
cos?u
(e") =u et

(@) =u a*Ina (a€R\{1})

o
(Inu) = p

’

(log,u) =4 (aeR*\{1})

ulna

Limites notaveis

lim(l+ 1)nze (neN)

n

lim € =+0 (peR)

X —+ o0 xp



Pagina em branco
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GRUPO1

1. Considere todos os numeros naturais de cinco algarismos diferentes que se podem formar com os
algarismos 1,2,3,4 e 5

Destes numeros, quantos tém os algarismos pares um a seguir ao outro?

(A) 24 (B) 48 (c) 72 (D) 96

2. Atabela de distribuigdo de probabilidades de uma variavel aleatéria X é a seguinte.

X 1 2 3 4
~ X 1 1 1 1
P(X=x) | 3 4 6 4

Qual é o valor da probabilidade condicionada P(X >1|X <3)?

A) > B) & © > ® 3

3. De uma fungdo f, de dominio R, com derivada finita em todos os pontos do seu dominio, sabe-se

2
que lim ﬂ:4

x=2 f(x)= f(2)

Qual é o valorde f'(2)?

1
2

1

(A) - B) -4 © % ©)
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4. Na Figura 1, esta representado o grafico de uma fungéo f de dominio [—1, 6], e, na Figura 2, esta
representada parte do grafico de uma fungdo g, de dominio R

Tal como as figuras sugerem, em ambas as fungdes, todos os objetos inteiros tém imagens inteiras.

y 7' N y V' N
g
/
1 1
0 1 | X 9] 1 4;
Figura 1 Figura 2
Quais sdo os zeros da fungdo go [ ?
(o simbolo o designa a composigéo de fungdes)
(A) O e 4 B)leSs (C)-1e3 (D) 2 e 6
5. Seja f uma fungdo de dominio R
A tabela de variagao de sinal da fungao f", segunda derivada de f, é a seguinte.
X -0 -10 0 10 +00

/" - 0 + 0 - 0 +

Seja g afungao definida por g(x)=—f(x-5)

Em qual dos intervalos seguintes o grafico de g tem concavidade voltada para baixo?

(A) ]-15,-5[ () ]o,10] ©) -5,5[ (D) ]5,15]
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6. Seja z um numero complexo de argumento %

Qual dos seguintes valores é um argumento do nimero complexo —5iz ?

(&) =% (B) - © -1~ (@) -13%

7. Considere, num referencial o.n. xOy, a regido definida pela condigdo
(x+1)*+(y+1)*’<1 A x+y+2>0

Qual é o perimetro dessa regiao?

(A) T+1 (B)%+1 (C) T+2 (D)%+2

1-n
8. Seja (un) a sucesséo definida por u, = <1>

2

Qual das afirmagbes seguintes é verdadeira?

(A) Asucessao € uma progressao geométrica de razao

1
2
(B) A sucesséo 2

(C) Asucessao

un) € uma progressao geomeétrica de razao
) € uma progressao aritmética de razéao

[\ N'H

(D) A sucessao € uma progressao aritmética de razao
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GRUPO II

1. Em C, conjunto dos nimeros complexos, sejam z; e z, taisque zy=2+i e z; Xz, =4 —3i

Considere a condigdo |z —zj|=|z — z,|

s

Mostre que o nimero complexo v 2 cis 4

verifica esta condigao e interprete geometricamente este facto.

Resolva este item sem recorrer a calculadora.

2. Na Figura 3, esta representado, num referencial o.n. Oxyz, o cubo [ABCDEFGH |

Sabe-se que:
e aface [ABCD] esta contida no plano xOy

e aaresta [CD] esta contida no eixo Oy

e oponto D tem coordenadas (0, 4,0)

e oplano ACG é definido pela equagido
X+y—-z-6=0 0 b

2.1. Verifique que o vértice A4 tem abcissa

) Figura 3
iguala 2

2.2. Seja r areta definida pela condigdo x —1=1-y=z

Determine as coordenadas do ponto de intersecgéo da reta » com o plano ACG

2.3. Seja P o vértice de uma piramide regular de base [EFGH |

Sabe-se que:

® acota do ponto P ¢é superiora 2

e 0 volume da piramide ¢ 4

Determine a amplitude do angulo OGP

Apresente o resultado em graus, arredondado as unidades.

Se, em calculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no minimo, duas casas
decimais.
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3. Uma escola secundaria tem alunos de ambos os sexos.

3.1. Escolhe-se, ao acaso, um aluno dessa escola.

Seja A o acontecimento «o aluno escolhido é rapariga», e seja B o0 acontecimento «o aluno
escolhido frequenta o 10.° ano».

Sabe-se que:
e a probabilidade de o aluno escolhido ser rapaz ou néo frequentar o 10.° ano ¢ 0,82

e a probabilidade de o aluno escolhido frequentar o 10.° ano, sabendo que é rapariga, é 1

3
Determine P(A4)

3.2. Uma das turmas dessa escola tem trinta alunos, numeradosde 1 a 30

Com o objetivo de escolher quatro alunos dessa turma para formar uma comissao, introduzem-se,
num saco, trinta cartdes, indistinguiveis ao tato, numerados de 1 a 30. Em seguida, retiram-se
quatro cartdes do saco, simultaneamente e ao acaso.

Qual é a probabilidade de os dois menores nimeros saidos seremo 7 eo 22 ?

Apresente o resultado arredondado as milésimas.

4. Considere a funcao f, de dominio R", definida por f(x)= lnTx

Resolva os itens 4.1., 4.2. e 4.3. recorrendo a métodos analiticos, sem utilizar a calculadora.
4.1. Estude a fungdo f quanto a existéncia de assintotas do seu grafico paralelas aos eixos coordenados.

4.2. Resolva ainequagdo f(x)>2Inx

Apresente o conjunto solu¢do usando a notagéo de intervalos de numeros reais.

4.3. Para um certo nimero real k, afuncdo g, de dominio R", definida por g(x)= % + f(x), tem

um extremo relativo para x =1

Determine esse nimero k

2
5. Considere o desenvolvimento de (2xsena' + %) ,emque €R e x#0

Determine os valores de @, pertencentes ao intervalo ]7[, 27 [ para os quais o termo independente

de x, neste desenvolvimento, é iguala 1

Resolva este item recorrendo a métodos analiticos, sem utilizar a calculadora.
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6. Num jardim, uma crianga esta a andar num baloigo cuja cadeira esta suspensa por duas hastes rigidas.
Atras do baloi¢co, ha um muro que limita esse jardim.

A Figura 4 esquematiza a situagéo. O ponto P representa a posi¢éo da cadeira.

muro

Figura 4

Num determinado instante, em que a crianga esta a dar balango, € iniciada a contagem do tempo. Doze
segundos apos esse instante, a crianga deixa de dar balango e procura parar o baloi¢o arrastando os pés
no chéo.

Admita que a distancia, em decimetros, do ponto P ao muro, ¢ segundos apds o instante inicial, € dada
por

30+ ¢sen(xt) se 0<r<12
d(1)=
30+12e'? " “sen(wt) se t>12

(o argumento da fungdo seno esta expresso em radianos)

6.1. Determine, recorrendo a calculadora grafica, o nimero de solugdes da equagdo d(¢)=27 no

intervalo [0, 6], e interprete o resultado no contexto da situagdo descrita.

Na sua resposta, reproduza, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) fungéo(des) visualizado(s) na
calculadora que lhe permite(m) resolver o problema.

6.2. Admita que, no instante em que € iniciada a contagem do tempo, as hastes do baloi¢o estdo na
vertical e que a distancia do ponto P ao chao, nesse instante, ¢ 4 dm

Treze segundos e meio apds o instante inicial, a distadncia do ponto P ao chido é 4,2 dm
Qual é o comprimento da haste?
Apresente o resultado em decimetros, arredondado as unidades.

Se, em calculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no minimo, duas casas
decimais.

FIM
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COTAGCOES

Item
Grupo .
Cotagéo (em pontos)
| 1.a8.
8 x 5 pontos 40
- 1. | 21. | 2.2. | 23. | 31. | 3.2. | 41. | 4.2. | 4.3. 5. | 6.1. | 6.2.
15 5 10 15 15 15 15 15 15 15 15 10 160
TOTAL 200
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REPUBLICA
PORTUGUESA | VE DE AVALIACAO

EDUCATIVA, I.P.

EDUCACAO

Exame Final Nacional de Matematica A
Prova 635 | 2.2 Fase | Ensino Secundario | 2017

12.° Ano de Escolaridade
Decreto-Lei n.° 139/2012, de 5 de julho

Entrelinha 1,5, sem figuras

Duracao da Prova: 150 minutos. | Tolerancia: 30 minutos. 13 Paginas

VERSAO 1

Indique de forma legivel a versao da prova.

Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta.

E permitido o uso de régua, compasso, esquadro, transferidor e calculadora gréafica.
N&o é permitido o uso de corretor. Risque aquilo que pretende que n&o seja classificado.
Para cada resposta, identifique o grupo e o item.

Apresente as suas respostas de forma legivel.

Apresente apenas uma resposta para cada item.

A prova inclui um formulario.

As cotagbes dos itens encontram-se no final do enunciado da prova.

Na resposta aos itens de escolha multipla, selecione a opgao correta. Escreva, na folha de respostas, o

numero do item e a letra que identifica a opgao escolhida.

Na resposta aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as justificacoes

necessarias. Quando, para um resultado, ndo é pedida a aproximagéao, apresente sempre o valor exato.
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Formulario

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:

ar (@ — amplitude, em radianos, do dngulo ao centro; r — raio)
Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema

Area de um sector circular:

ar?

o (@ — amplitude, em radianos, do angulo ao centro; r — raio)

Area lateral de um cone: 7rg(r— raio da base; g — geratriz)

Area de uma superficie esférica: 477% (r — raio)

Volume de uma piramide: L« drea da base x Altura

3

Volume de um cone: 1 X Area da base x Altura

3

Volume de uma esfera: +77° (r— raio)

3

Progressodes

Soma dos n primeiros termos de uma progressao (un)

U+ u,

Progressao aritmética: Xn

1—r"
1—r

Progressao geométrica: u; X

Trigonometria
sen (a+ b)= sena cosb+ senb cosa

cos (a+ b)= cosa cosb—sena senb

tga + tgb
tglatb)= 1§tga %Lgb
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Complexos Limites notaveis
(ocis@) = p"cis(nb) lim<1 +%>ﬂ =e¢ (neN)

”«/pcisé’:”«/zcis(m%> (ke{0,...n—1} e neN)

Probabilidades x—0 X

W=DiX|+ ...+ puX, li

2
0= X =Y+ ...+ p,(x,— _
(=) P (X — 12) i hgcx:o
X —+o0

. X
Se X é N(u, o), entdo: lim ¢ =40 (p€R)

x—+oo xP -
Plu—o<X<pu+o)=0,6827
Plu—20<X<pu+20)=0,9545

P(u—30<X<p+30)= 09973

Regras de derivagao
(u+v)y=u+v
(uv)y=uv+uv

’ ’ ’
(l) _uv—uv
1% V2

(W) =nu""'u (neR)

(senu) = u' cosu

(cosu) =—u' senu
’
(tgu) =—4
cos?u
(") =u e

(@) =u’ a*lna (a€RT\{1})

’

f_u
(Inu) = p

’

(log,u) =4 (aeR*\{1})

ulna

Prova 635.V1/2.2 F./EI15-SFI « Pagina 3/ 13



GRUPO1

1. Considere todos os numeros naturais de cinco algarismos diferentes que se podem formar com os

algarismos 1,2,3,4 e 5

Destes numeros, quantos tém os algarismos pares um a seguir ao outro?

(A) 24

(B) 48

(c) 72

(D) 96
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2. Atabela de distribuicdo de probabilidades de uma variavel aleatoria X ¢é a seguinte.

xi P(X :xi)
1 1
3
2 1
4
3 1
6
4 1
4

Qual é o valor da probabilidade condicionada P(X >1|X <3)?

3
A o
1
(B) 4
8
© 5

© 3
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3. De uma fungdo f, de dominio R, com derivada finita em todos os pontos do seu dominio, sabe-se
2
que lim — X —2X __4

x=2 f(x)= f(2)

Qual é o valorde f'(2)?

1

(A) —

1

B) —

© &

©

4. Considere a fungdo f, de dominio {1,2,3,4,5}, tal que os objetos 1,3 e 5 témimagem 0 e os

objetos 2 e 4 témimagem 2

Seja g afungdo, de dominio R, definida por g(x)=x—2

Quais s&o os zeros da fungdo go f ?

(o simbolo o designa a composigéo de funcdes)
(A) 1,3 e 5

(B) 2 e 4

(C) 3,4 e5

(D)1 e 3
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5. Seja f uma fungdo de dominio R
Da segunda derivada de f sabe-se que:
e énulapara x=0
® ¢& negativa no intervalo ]—oo, 0[

e ¢ positiva no intervalo |0, +oo

Seja g a fungao definida por g(x)=—f(x-5)

Em qual dos intervalos seguintes o grafico de g tem a concavidade voltada para baixo?
(A) ]-o0, 5]

(B) ]-5, +oof

(C) 15, +oof

(D) J-o0, - 5[

6. Seja z um numero complexo de argumento T

5

Qual dos seguintes valores é um argumento do nimero complexo —5iz ?

() -1

4ar

B) =

©) -'%

137
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7. Considere, num referencial o.n. xQOy, a regido definida pela condigéo
(x+1)?+(p+1)*<1 A x+y+2>0

Qual é o perimetro dessa regiao?

(A) T+1
(B) % +1
(C) m+2
yd
(D) 7 +2
1 1-n
8. Seja <un) a sucesséo definida por u, = <2>

Qual das afirmagbes seguintes € verdadeira?

(A) Asucessao (un) € uma progressao geométrica de razéo %

(B) A sucesséao (un> € uma progress&o geométrica de razao 2

(C) Asucessao (un) € uma progressao aritmética de razao L

2

(D) A sucessao (un) € uma progresséo aritmética de razdo 2
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GRUPO II

1. Em C, conjunto dos nimeros complexos, sejam z; e z, taisque zy=2+i e z; Xz, =4—3i

Considere a condigdo |z —zj|=|z — z,|

s

Mostre que o numero complexo v 2 cis 4

verifica esta condigao e interprete geometricamente este facto.

Resolva este item sem recorrer a calculadora.

2. Considere, num referencial o.n. Oxyz, o cubo [LMNOPQRS]|

Sabe-se que:

e o vértice O ¢é a origem do referencial;

e aaresta [OL] esta contida no semieixo positivo Ox
e aaresta [ON] esta contida no semieixo positivo Oy
e nenhuma das coordenadas do vértice R é nula;

e oplano LNR é definido pela equagdo x+ y—z=2

2.1. Verifique que o vértice L tem abcissa igual a 2

2.2. Seja r areta definida pela condigdo x —1=1-y=z

Determine as coordenadas do ponto de intersecgéo da reta » com o plano LNR
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2.3. Seja V o vértice de uma piramide regular cuja base coincide com a face superior do cubo.

Sabe-se que:

e acota do ponto V' é superiora 2

e 0 volume da piramide ¢ 4
Determine a amplitude do angulo ORV
Apresente o resultado em graus, arredondado as unidades.

Se, em calculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no minimo, duas casas

decimais.

3. Uma escola secundaria tem alunos de ambos 0s sexos.

3.1.

3.2

Escolhe-se, ao acaso, um aluno dessa escola.

Seja A o acontecimento «o aluno escolhido ¢ rapariga», e seja B 0 acontecimento «o aluno

escolhido frequenta o 10.° ano».

Sabe-se que:

e a probabilidade de o aluno escolhido ser rapaz ou nao frequentar o 10.° ano é 0,82

e a probabilidade de o aluno escolhido frequentar o 10.° ano, sabendo que é rapariga, é 1

3
Determine P(A)

Uma das turmas dessa escola tem trinta alunos, numerados de 1 a 30

Com o objetivo de escolher quatro alunos dessa turma para formar uma comissao, introduzem-se,
num saco, trinta cartdes, indistinguiveis ao tato, numerados de 1 a 30. Em seguida, retiram-se

quatro cartées do saco, simultaneamente e ao acaso.
Qual é a probabilidade de os dois menores nimeros saidos seremo 7 eo 22 ?

Apresente o resultado arredondado as milésimas.
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4. Considere a fungao f, de dominio R”, definida por f(x)= thx

Resolva os itens 4.1., 4.2. e 4.3. recorrendo a métodos analiticos, sem utilizar a calculadora.
4.1. Estude a fungéo f quanto a existéncia de assintotas do seu gréfico paralelas aos eixos coordenados.

4.2, Resolva ainequagdo f(x)>2Inx

Apresente o conjunto solu¢do usando a notagéo de intervalos de numeros reais.

4.3. Para um certo nimero real k, afungdo g, de dominio R”, definida por g(x)= % + f(x), tem

um extremo relativo para x =1
Determine esse nimero &

2
cosa >
)

5. Considere o desenvolvimento de <2xsena + emque €R e x#0

Determine os valores de @, pertencentes ao intervalo ]71', 27 [ para os quais o termo independente

de x, neste desenvolvimento, é iguala 1

Resolva este item recorrendo a métodos analiticos, sem utilizar a calculadora.
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6. Seja f afungéo, definida em Rg por

30 + x sen(7 x) se 0<x<12
f(x)=

30 +3e3°~*sen(rx) se x>12

(o argumento da fungao seno esta expresso em radianos)
6.1. Resolva, no intervalo [0, 2[, aequagdo f(x)=30
6.2. Seja A o ponto do gréfico da fungdo f de abcissa 13,5
Seja r areta de equagdo y =30
Seja B o ponto dareta r de abcissa 8,5

Os pontos 4 e B pertencem a uma circunferéncia cujo centro pertence a reta r

Qual é o raio dessa circunferéncia?

FIM
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COTAGCOES

GRUPO 1
1.8 (8 x 5 pontos) .....covevviiviiiieiiiinn. 40 pontos
40 pontos
GRUPO 11
L e ——————————————— 15 pontos
2,
2 RPN 5 pontos
2. e e e e e e e e e e e e e eaaanns 10 pontos
2. . e e aaaaaaaeaaaaaaaes 15 pontos
3.
B R RSP TPRRR 15 pontos
i e e e aaa e e 15 pontos
4.
. e 15 pontos
. e 15 pontos
B . e e e e e e aaaaaaaaaes 15 pontos
L PP P PP PPPRPPPPPPR 15 pontos
6.
B. 0. e e e e e aaaa e e e e e e e rr e 15 pontos
< 07 10 pontos
160 pontos
TOTAL ..o, 200 pontos
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